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Bai toan dwong di ngan nhat

Trudc moi chuyen xuat hanh, chung ta thuong phai suy nghi va chon ra cho
minh modt hanh trinh “tiét kiém” nhat theo nghia tén it thoi gian, ton it nhién liéu
hoc ton it tién nhat ... Ly thuyét Do thi s& gitp chung ta tim ra giai phap do.

8.1. Bai toan Puong di ngan nhat

Bii todn: Cho do thi G =(V, E) va hai dinh g, b. Tim dudng di ngén nhat (néu c6)
di tor dinh a dén dinh b trong d6 thi G.

y nghia thyc té&: Bai toan nay giGip ching ta chon cac hanh trinh tiét kiém nhét
(quang duong, thoi gian, chi phi ...) trong giao thong, 1ap lich thi cong cac cong
trinh mot cach toi wu, xtr 1y trong truyén tin ..

Thuat toan duyét do thi theo chiéu rong da cho ta 10i giai cua bai toan nay.
Song ta c6 thém thuat toan sau day.

Thudt toan 8.1:

1. Lan luot gan nhan cho céc dinh cua dd thi, mdi dinh khong qua mot 1an, nhu sau:

- Pinh a dugc gan nhan 1a s6 0.

- Nhiing dinh ké véi dinh a duogc gén so 1.

- Nhiing dinh ké véi dinh da dugc gan nhan s6 1, dugc gan so 2.

- Tuong tu, nhiing dinh ké voi dinh di duoc gan s6 i duoc gan nhan la $6
i+1.

Thuc hién cho dén khi gan dugc nhan cho dinh b hodc khong gan nhan
duoc nira.

2. Néu dinh b dugc gan nhin nao d6 1a & thi két luan c6 duong di ngin nhat tir
dinh a t61 dinh b véi do dai &, nguoc lai thi tra 101 1a khong cé.

3. Khéi phuc dwong di: Néu & bude 2. chi ra b duoc gan nhin k nao d6 thi ta di
nguoc lai theo quy tic sau ddy: Néu dinh y duoc gan nhan j véij > 1 thi s& ¢6
dinh x dugc gin nhin ;-1 sao cho c¢6 canh di tir x tdi y. Pi nguoc lai cho dén khi
gip dinh g, ta nhan dugc dudng di ngin nhat can tim.



Vi du 8.1 (Bdi todn con séi, con dé va cdi bap cai):

Mot con s6i, mot con dé va mot cai bap cai dang ¢ bo song. Nguoi 1ai do
phai dua chiing sang song. Nhung thuyén qué bé nén mdi chuyen chi ché duge mot
“hanh khdch” thoi. Vi nhitng 1y do ma ai cling biét, khong thé bo mic séi v6i dé
hodc dé véi bap cai ma khong co ngudi trong. Vay ngudi 1ai do phai xur tri thé nao
ma van dua duogc soi, dé va bap cai sang bén kia song.

Xay dung d6 thi vo huéng véi cac dinh thé hién cac hanh khach con lai bén
phia xuat phat tai moi thoi diém khéc nhau. Canh no6i hai dinh thé hi¢n mdt chuyén
do qua song.
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Hinh 8.1. Hanh trinh qua séng ctia s6i, dé va bap cai

Bai toan dwa vé viéc tim dudng di ngin nhat tr dinh a dén dinh b trén dd thi.
Puong di nhu thé duogc chi ra boi cdc miii tén & hinh trén.

8.2. Bai toan Puong di ¢o trong s6 bé nhat

Véi bai toan dudng di tong quat, ta xét cac do thi co trong s6 duoc dinh
nghia nhu sau.
Dinh nghia 8.2:
Do thi G duoc goi la do thi ¢é trong s6 néu trén mdi canh (i, j) cua dd thi duoc
gan mot s6 nguyén khong am c(if).

Nhan ¢(i,j) trén canh (i,j) cua do thi thuong biéu dién “chi pht” thuc té dé di qua
canh nay.

Ta thuong ky hiéu d6 thi co trong s6 1a (G, ¢).

b0 dai cua duong di trong do thi co trong s6 bang tong cac trong sO6 cua cac
canh trén duong di do.

Bai todn: Cho d6 thi co trong s6 (G, ¢) va hai dinh g, b thuéc G. Hay tim duong
di c6 trong sO bé nhat (n€u co) di tir dinh @ dén dinh 5.



Do dai duong di ngan nhét tr di dinh ¢ dén dinh 5 con dugc goi 13 khodng
cach tir dinh a dén dinh b trong d6 thi. Néu khong c6 duong di tir a dén b thi
dit khoang cach bang oo
8.3. Thuat toan Dijkstra tim duong di ngin nhét

Nam 1959 E. W. Dijkstra dua ra mot thudt toan rat hiéu qua dé giai bai toan
duong di ngin nhat.

Thuat toan thuc hién viéc gan va giam gia tri cia nhan /(i) tai mdi dinh i
ctia dd thi G nhu sau:

Thudt todn 8.2 (Tim dudng di ngin nhat):

1. Vi dinh xuat phat @, gan nhian /(a) :=0.

2. Néu c6 canh (ij) ma dinh i di duoc gin nhin va dinh j chua duoc gan
nhan hodc dinh j da dugc gan nhan nhung (i) + c(i,j) < I(j) thi gidm nhan
1() = 1) + c(iy)).

3. Lap lai budc 2. cho dén khi khong gan hodc giam nhin dugc nita.

Dinh Iy 8.3: Tai mdi dinh b gia tri nhin /(b) cubi cing (néu cd) chinh 1a do dai
ctia dudng di ngin nhét tir dinh @ dén dinh ».
Chung minh:

Sau khi da thuc hién xong thuat todn trén, néu gia tri nhan /(b) x&c dinh thi ta cé
duong di tr dinh a té1 dinh b.

Ta khéi phuc duong di tir @ dén b nhu sau:
Xuat phat tir dinh b, tim canh c6 dinh cubila b va dinh dau l1a i sao cho:
(i) + c(i,b) = I(b).
Dinh i nhu thé chic chin phai ton tai vi xay ra dang thirc & 1an gan hodc giam gia
tri nhan /(j) cudi cung. Ctr tiép tuc nhu thé cho dén khi gip dinh a.

Gia st ta nhan dugc day cac canh:
(a, ay), (a3, ay), ... , (ar;, b)
matrén d6: l(a) + cla,a;) = la))
la;) + clajaz) = laz)
lak1) + c(as, b) = U(D).
Cong timg vé va khir cac gia tri chung & ca hai vé ta co:

c(a,a;) + claay) + ... + car.,b) = (D).

Vay gia tri nhan /() chinh la d dai dudng di noi trén.



Bét ky duong di nao khac tir dinh ¢ dén dinh b ciing co cac hé thuc tuong tu
nhung ¢6 dau >.
Vay nhén /(b) 1a d6 dai ctia duong di ngan nhat. O

Vidu 8.3: Xét d6 thi co trong sb sau day:

Hinh 8.2. 6 thi ¢ trong )

Do dai duong di ngan nhat tir dinh @ dén dinh b 1a 5.
Pé don gidn vi¢c tinh todn, ta xay dung ma tran trong s6 C:

c(ij) , néu (i, j)e E
C[i/] { oo , n(f:u (i,j))e E
0 , néu i =j.
Khi d6, thuat toan Dijkstra dugc trinh bay chi tiét hon nhu sau:

1 procedure DIJKSTRA(aq) ;

2 begin

3 for je V do

4 begin

5 L[j] = Cla,j] ; Truoc[j] = a
6 end ;

7 T = V\{a};

8 while T#J do

9 begin

10 chon dinh i€ T ma L[i] = min {L[j] |jeT} ;
11 T =T\ {i} ;

12 for jeT do

13 if L[j] > L[i] +C[i,j] then
14 begin

15 L[j]] = L[] +CI[ij] ;

16 Truoc[j] = 1i;



17 end ;
18 end ;
19 end;

Bién mang Truoc dung dé khéi phuc duong di.

8.4. Puong di trén do thi phi chu trinh

St dung Thuat toan 4.5 (Chuong 4) dé danh sd cac dinh trén db thi dinh
huong phi chu trinh, ta xay dung duoc thuét toan ngan gon hon dé tim khoang cach
tir dinh ngudn t6i tit ca cac dinh trong mot do thi phi chu trinh.

Thudt todan 8.4.

Dir liéu: Biéu dién mang DK_V cac danh sach ké ciia do thi dinh huéng phi chu
trinh G = (V, E) voi tap dinh V = {y,, Vo, e v,} da duoc danh s6 ma danh sach
DK V[vj] chira cac dinh nhén v; la dinh ké va ma tran trong s6 C cta do thi G.
Két qua: Mang D cac s6 nguyén véi D[v;] chira khoang cach d(v,,v;), i=2, 3, .

Begin
D[v;] = 0;
for j = 2 to n do D[vj] =
for j =2 to n do
for v;e DK_V[v;] do D[v;] := min(D[v,], D[v;] + C[v, /]
End.
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Tinh dGng dan cua thuat toan suy tur chi tlét sau day: tit ca cac dinh trung
gian trén duong di ngan nhét tir v, t&i vj ¢6 chi s6 nho hon j. Mdi canh (v; v;) dugc
xét trong dong 1énh 5 diing mot 1an, do vay do phuc tap cua thuat toan 13 O(m).

Ta ciing c6 thé ap dung thuat toan trén dé tim duong di dai nhat tir dinh
nguodn tdi cac dinh khac cua do thi hoac tim duong di dai nhat trén do thi dinh
hudng phi chu trinh c6 trong so.

Vi du 8.4: Tim dudng di dai nhét trén d6 thi dinh hudng phi chu trinh c6 trong sé
dudi day.



Hinh 8.3. Puong di dai nhit trén d6 thi phi chu trinh ¢6 trong sb

8.5. Puong di ngan nhat giita tat ca cac cap dinh

Bai todn: Cho mot d thi c6 trong s6 (G, ¢). Hiy tim dudng di ngin nhit giita tit ca
cac cdp dinh.

Bai toan nay thuong gép trong viéc xdy dung bang khoang cach gitra cac
thanh phd, bang gia cudc van chuyén giita cac nha ga ..

Bai toan nay co thé giai quyét bang cach su dung thuat toan Dijkstra voi moi
dinh cua d thi 1an luot 1a cac dinh xuat phat. Tuy nhién, ta c6 thé giai quyét truc
tiép bai toan nho thuét toan Floyd nhu sau:

Ta sir dung ma tran D, ,, dé tinh d6 dai duong di ngin nhat giita tat ca cac
cap dinh.
1. Bat dau gan D = C - ma trin trong $0.
2. Thyc hién » 1an lip trén D. Sau bude lap tha k, D[i,j] chua d6 dai duong
di ngan nhét tir dinh i dén dinh j ma chi di qua cac dinh c6 chi sé khong
vuogt qua k. Vay trong budce 1ap thtr £ ta thuc hién theo cong thirc sau day:

D¥Lij] = min (D*Lij], D* k] + D" kjD)
‘ voik=1,2,..,n
Vi du 8.5: Gia sur ta ¢6 ban do giao thong sau day:

Hinh 8.4. Ban d6 giao thong



Céc két qua tinh toan:

08 4 08 4 08 4 06 4
30 oo 307 307 30 7
o 2 0 w2 0 52 0 520
Dy D, D, D;

Thudt toan 8.5 (Floyd):

Dit liéu: Ma tran trong s6 C cua d6 thi.
Két qua: Ma tran D cho biét khoang cach cua tat ca cac cdp dinh.

1 BEGIN

2 for i =1 ton do

3 for j =1 to n do

4 begin DJ[ij] := C[ij] ; TRUOC[ij] = 0 end;
5 for k:=1to n do

6 for i =1 to n do

7 for j =1 to n do

8 if D[ik] + D[k,j] < DI[ij] then

9 begin

10 D[ij] = D[ik] + D[k/] ;
11 TRUOCIij] = k

12 end ;

13 END.

Néu TRUOC[i,] =0 thi duong di ngan nht tir dinh i dén dinh j chinh la
canh (7, ).

Dé in ra cac dinh trung gian trén dudng di ngin nht tir dinh ;i dén dinh ; ta
dung thu tuc € quy sau day:

1 procedure Duong di(i,j);
2 begin
k = TRUOC][i,] ;
if k=0 then Exit;
Duong di( i, k) ;
write( k) ;
Duong di( %, ;) ;
end ;
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Chéng han, ma tran TRUOC cua vi du trén la:
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D¢ xé4c dinh duong di ngan nhét tir dinh 1 dén dinh 2 ta lay k& = TRUOC[1,2] = 3.
Vay duong di ngan nhat la: <1, 3,2 >,

8.6. Tam cua do thi

Giast G=(V,E) lamédt dd thi ¢ trong $6 khong am trén géc canh.
Ky hi€u: d(x,y) 1a khoang cach gitta dinh x va dinh y trong d6 thi G.

_ bailugng d(a) = max { d(x,a) lxe V } duoc goi la do léch cia dinh a trong
do thi G. ‘
Céc khai niém ban kinh, tdm va duong kinh ctia mot d6 thi dugc dinh nghia
nhu sau:

Dinh nghia 8.6:
1. Bdn kinh R cta dd thi G 1a do 1éch bé nhat trén cac dinh:
R = min {da) | ae V}.
2. Tdm cta do thi G 1a dinh a c6 do léch bé nhat:
Vxe V, d(a) < dx).
3. Puwong kinh cta d6 thi 1a khoang cach dai nhat giita cac cip dinh trong d6
thi:
d = max {d(x,y) | x,ye V1.

Vidu8.7: Cho dbthi G nhu sau:

Binh Do lech
a o)
b 6
c 8
d 5 — ban kinh
€ 7

Hinh 8.5. D6 thi ¢ trong sb



Vay tam cta d6 thi 1a dinh d.

Y nghia ciia tim do thi: Dung dé xac dinh tha d6 ciia mot nude, nat giao thong
quan trong trong mot thanh pho, vi tri dat may chu trong mot mang may tinh ...
Thudt todn 8.6 (Tim tAm cta d6 thi):

1) Dung thuat toan Floyd dé tinh ma trdn D céc khoang cach ciia cac cip dinh.

2) Tim gid tr1 I6n nhat trén moi1 cot, cho ta do 1€ch ctia dinh tuong tng.

3) Tim dinh v61 d6 1éch bé nhat, do chinh la tam cua do thi.

Ma tran khodng cach D cua vi du trén la:

a b ¢ d e

Tam: d
Ban kinh: 5
buong kinh: oo
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Neéu v& mot vong tron c6 tdm va ban kinh nhu dinh nghia thi tat ca cac dinh
cua do thi s€ nam trong vong tron nay.



